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Prébna matura rozszerzona (jesienn 2014 r.)
Zadanie 17 — uogoélnienie

Wojciech Guzicki

Zadanie 17. Dany jest okrag og o réwnaniu (z — 3)? + (y — 1)2 = 1. W pierwszej
y,Cwiartce” uktadu wspoétrzednych istnieja dwa okregi o1 i 0o styczne zewnetrznie do
okregu og i jednoczesnie styczne do obu osi uktadu wspétrzednych. Oblicz odlegltosé
srodkow okregow o7 i 0.

Rozwigzanie. Rozwiazemy zadanie w postaci ogolnej. Przypusémy, ze dany jest okrag
0o o Srodku w punkcie S = (a, b) i promieniu c. Ze wzgledu na symetrie mozemy zalozy¢,
ze a < b. Przyjmijmy ponadto, ze $rodek S nie lezy na prostej o réwnaniu y = x. Zatem
zaktadamy, ze a < b. Chcemy ponadto, by ten okrag byl w catosci zawarty w pierwszej
¢wiartce uktadu wspoélrzednych. Mamy zatem nierownosci 0 < ¢ < a < b.

Niech okrag zawarty w pierwszej ¢wiartce uktadu wspotrzednych, styczny zewnetrznie
do okregu o i styczny do obu osi uktadu, ma $rodek w punkcie o wspélrzednych (r,r);
jego promien jest oczywiscie rowny r. Warunek styczno$ci zewnetrznej prowadzi do
rownania z niewiadoma r:

(r—a)®*+ (r—0)*=(r +c)*
Przeksztalcamy to réwnanie w sposéb réwnowazny:

r? —2ar 4+ a® + 1% — 2br + 0% = r? + 2er + 2,
r? —2(a+b+c)r+a* +b* —c* =0.

Obliczamy wyrdznik tego réwnania:

dla+b+c)? —4(a®>+b* - %) =
4-(a® +b* + 2 + 2ab + 2ac + 2bc — a* — b* + ¢*) =
8- (ab+ac+bc+c*) =8(a+c)(b+c).

A =

Poniewaz liczby a, b i ¢ sg dodatnie, wiec A > 0. Nasze rownanie ma zatem dwa
rozwigzania:

2(@+b+c)— VA

ry = 5 —a+b+c—+2a+c)(b+c)
oraz
2 b A
ro = (a+ —;C)+\/_:a+b+c—\/2(a—|—c)(b—|—c).

Odlegtos¢ srodkow obu okregdéw jst zatem réwna

(ra—m1) - V2=4y/(a+c)(b+c).
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Naturalnym wymaganiem przy ukitadaniu zadan matematycznych jest to, by zaréwno
dane (tzn. liczby a, b i ¢) jak i wyniki (tzn. wspélrzedne érodkéw obu znalezionych
okregéw, czyli rozwiazania otrzymanego réwnania kwadratowego) byly liczbami cal-
kowitymi. Jest to mozliwe wtedy, gdy wyrdéznik A jest kwadratem liczby catkowite;j.
Zauwazmy ponadto, ze jesli a, b i ¢ sa liczbami catkowitymi, to A jest liczba parzysta.
Chcemy zatem, by A byla kwadratem liczby parzystej:

A =8(a+c)(b+c) = (2m)?
dla pewnej liczby catkowitej dodatniej m. Mamy wéwczas:

2 b -2 2 b 2
ry = o ZC) m9=a+b+c—nzcmm ro = la ¥ ZC»+ m9=a+b+c+ﬂb

Stad ro — 1 = 2m i szukana odleglo$é jest réwna 2my/2.
Zobaczmy zatem, jak mozna znalezé takie liczby catkowite a, b i ¢, by A = (2m)2.
Chcemy wiec, by
8(a+c)(b+c) = 4m?,
czyli
2(a+c)(b+c) =m?
dla pewnej liczby calkowitej m. Oczywiscie liczba m tez jest parzysta: m = 2n. Mamy
zatem
2(a +¢)(b+ c) = (2n)?,
czyli
(a+c)(b+ c) = 2n.

Poniewaz z przyjetych zatozen 1 < ¢ < a < b wynika, ze
a+c>2 oraz b+c> 3,

wiec (a+c)(b+c) > 6. Stad dostajemy 2n? > 6, a wiec mozemy przyjaé, ze n > 2. Teraz
dla dowolnej liczby catkowitej n > 2 obliczamy 2n?, znajdujemy wszystkie rozktady tej
liczby na iloczyn réznych liczb wiekszych od 1 i dla kazdego takiego rozktadu znajdujemy
a, b ic. Zobaczmy to na przyktadzie.

Niech n = 6. Mamy wowczas réwnosé
(a+c)(b+c)=2-6>=T72.

Liczba 72 ma 5 interesujacych nas rozktadow na iloczyn dwéch liczb (dla przypomnienia:
2<a+c<b+eo):

72=2-36=3-24=4-18=6-12=8"-9.

Zbadamy dla przyktadu dwa takie rozktady. Niech piewszym bedzie 72 = 2 - 36. Mamy
zatem
a+c=2 oraz b+ c=36.
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7 pierwszego rownania wynika, ze a = 1 oraz ¢ = 1 i wtedy z drugiego rownania dosta-
jemy b = 35. OtrzymaliSmy zatem okrag o $rodku w punkcie S = (1,35) i promieniu
réwnym 1.

Wezmy teraz rozklad 72 = 6 - 12. Mamy zatem
a+c=6 oraz b+c=12.

Z pierwszego réwnania wynika, ze mamy 3 mozliwosci:

a=95, c=1,
a=4, c=2,
a=3, c=3.

Dla kazdego ¢ z drugiego réwnania obliczamy b:

a=5 b=11, c=1,

a=4, b=10, c=2,

a=3, b=9 c=3.
W pierwszym przypadku mamy okrag o $rodku S = (5,11) i promieniu réwnym 1.
W drugim przypadku mamy okrag o srodku S = (4, 10) i promieniu réwnym 2. Wreszcie
w trzecim przypadku mamy okrag o §rodku S = (3, 9) i promieniu réwnym 3. Znalezienie

w kazdym przypadku érodkéw okregéw stycznych do danego okregu jest juz tatwym
¢wiczeniem.

Liczby a, b i ¢ oraz odpowiadajace im promienie obu okregéw stycznych dla kilku po-
czatkowych wartosci n (tzn. dla n € {2,3,4,5,6}) sa zebrane w nastepujacej tabelce.

n 2n? rozklad a b c 1 ro  odl. srodkéw
2 8 2.4 1 3 1 1 9 8v/2
3 18 2.9 1 8 1 4 16 122
3 18 3.6 2 5 1 2 14 122
4 32 216 1 15 1 9 25 16v2
4 32 4-8 3 7 1 3 19 16v2
4 32 4-8 2 6 2 2 18 162
5 50 2.25 1 49 1 41 61 201/2
5 50 5-10 4 9 1 4 24 201/2
5 50 5-10 3 8 2 3 23 2012
6 72 2-36 1 35 1 25 49 244/2
6 72 3-24 2 23 1 14 38 24+/2
6 72 4-18 3 17 1 9 33 24+/2
6 72 4-18 2 16 2 8 32 24/2
6 72 6-12 5 11 1 5 29 24+/2
6 72 6-12 4 10 2 4 28 244/2
6 72 6-12 3 9 3 3 27 244/2
6 72 8.9 7 8 1 4 28 24+/2
6 72 8.9 6 7 2 3 27 24+/2
6 72 8.9 5 6 3 2 26 244/2
6 72 8.9 4 5 4 1 25 24+/2
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